Egzamin z Rachunku prawdopodobienstwa II — 01.02.2024

Sposrod ponizszych zadan prosze wybraé 5. Za kazde zadanie mozna uzyskaé maksymalnie 12 punk-

tow.

W przypadku oddania 6 zadan, do oceny bedzie sie liczyé & ocenionych najnizej. Rozwigzania

poszczegolnych zadan prosze oddawac na oddzielnych kartkach, podpisanych czytelnie imieniem, na-
zwiskiem © numerem indeksu.

Odpowiedzi prosze udzielaé w postaci zwartych wzorow. Mogg byé wyrazone w terminach dystrybu-
anty standardowej zmiennej gaussowskiej. NaleZy precyzyjnie uzasadniac rozwigzania, powolujgc sie
na odpowiednie fakty z wyktadu lub éwiczen.
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Niech Xy, X1, X2, ... beda zmiennymi i.i.d. o gestosci g(x) = (x + 1)_21[0700) (). Dlan=1,2,...
zdefiniujmy

1 .
Y, = - Orgiaél(Xi —1).

Czy ciag (Yn)n>1 zbiega wedlug rozkladu? Jedli tak — wyznaczy¢ granice, w przeciwnym przy-
padku — uzasadni¢ brak zbiezno$ci.

Niech XY, Z beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, X o rozkladzie N(0,1), Y, Z o rozkladzie
wyktadniczym z parametrem 1. Wykazaé, ze X+/2Y ma taki sam rozkltad jak Y — Z.

Zmienne X1, Xo, ... sa niezalezne, o rozkladzie wykladniczym z parametrem 2. Dlan =1,2, ...,

niech
Z, = \/X1+...+anin<

Dla ¢t € R zbadaé istnienie granicy lim, ., P(Z, < t). Jedli granica istnieje — wyznaczy¢ ja, w
przeciwnym wypadku uzasadnié¢ brak zbieznosci.

Wskazéwka: lim,_,o S22 = 1.

x

X1—X2+X3—X4+..-+X2n—1—X2n>
n

Niech X, X2, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi ze P(X; = 1) = P(X; = —1) =
1/2. Zdefiniujmy ciag zmiennych losowych

So=0,5=X1+...+X,dlan > 1.

Niech ponadto dla n > 0, F,, = o(So, ..., Sn).

a) Wyznaczyé wszystkie liczby b, ¢ € R, takie ze ciag M,, = S* — 6nS2 + bn? + cn, n > 0, jest
martyngatem wzgledem filtracji (Fp,)n>o0-

b) Dla dodatniej liczby calkowitej a, niech 7 = inf{n > 0:|S,| = a}. Wyznaczy¢ Srednia i
wariancje 7.

Czterej agenci, James, Hans, Ethan i George podrézuja miedzy Londynem, Berlinem, Nowym
Jorkiem i Warszawa. W dniu ,zero” kazdy z nich jest w innym miescie. Kazdego kolejnego dnia
jeden z nich, wybrany losowo (z réwnymi prawdopodobiefistwami), opuszcza miasto w ktérym
przebywa i przemieszcza sie do jednego z pozostalych miast, przy czym prawdopodobienstwo
wyboru kazdego z tych pozostalych miast jest wprost proporcjonalne do liczby znajdujacych sie
w nim w tym momencie agentéw.

a) Wykazadé, ze z prawdopodobienstwem jeden cala czwoérka spotka si¢ w jednym miescie.

b) Niech T" oznacza oczekiwana liczbe dni, ktére uptyna do spotkania. Obliczyé¢ ET'.

W urnie sa dwie kule: biala i czerwona. Powtarzamy wielokrotnie nastepujacy eksperyment.
Losujemy jedna kule z urny; jezeli wylosowana kula jest biala, to z prawdopodobiehstwem 1/3
zastepujemy ja w urnie kula czerwona, a z prawdopodobienstwem 2/3 odkladamy z powrotem
do urny; jezeli wylosowana kula jest czerwona, to z prawdopodobiefistwem 1/2 zastepujemy
ja w urnie kulg biala, za$ z prawdopodobienstwem 1/2 odkladamy do urny. Niech X,, oznacza
liczbe kul bialych w urnie po n-tym powtérzeniu eksperymentu. Czy ciag (X,,)5° ; zbiega wedlug
rozktadu? Jezeli tak — wyznaczy¢ granice, w przeciwnym przypadku — uzasadnié¢ brak zbieznosci.






Egzamin z Rachunku prawdopodobienstwa II — 01.02.2024

Sposrod ponizszych zadan prosze wybraé 5. Za kazde zadanie mozna uzyskaé maksymalnie 12 punk-

tow.

W przypadku oddania 6 zadan, do oceny bedzie sie liczyé & ocenionych najnizej. Rozwigzania

poszczegolnych zadan prosze oddawac na oddzielnych kartkach, podpisanych czytelnie imieniem, na-
zwiskiem © numerem indeksu.

Odpowiedzi prosze udzielaé w postaci zwartych wzorow. Mogg byé wyrazone w terminach dystrybu-
anty standardowej zmiennej gaussowskiej. NaleZy precyzyjnie uzasadniac rozwigzania, powolujgc sie
na odpowiednie fakty z wyktadu lub éwiczen.

B1

B2

B3

B4

B5

B6

Niech Yy, Y1, Y5, ... beda zmiennymi i.i.d. o gestosci g(x) = (z + 1)_21[0700) (). Dlan=1,2,...
zdefiniujmy

1 :
=)

Czy ciag (Zn)n>1 zbiega wedlug rozkladu? Jesli tak — wyznaczy¢ granice, w przeciwnym przy-
padku — uzasadni¢ brak zbiezno$ci.

Niech X, Y, Z beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, X,Y o rozkladzie wyktadniczym z para-
metrem 1, Z o rozkladzie N(0,1). Wykazaé, ze Z+/2X ma taki sam rozklad jak X — Y.

Zmienne Y7, Y5, ... sa niezalezne, o rozkladzie wyktadniczym z parametrem 3. Dlan =1,2,...,
niech Yi— Yot Ys—Y. Y; Y;
X, = /—Y1+...+Ynsin<1_ 2+ Y3 — 4:---4- n—1 — 2n>

Dla t € R zbadaé istnienie granicy lim, . P(X,, < t). Jesli granica istnieje — wyznaczy¢ ja, w
przeciwnym wypadku uzasadnié¢ brak zbiezno$ci.

Wskazéwka: lim,_,o S22 = 1.

x

Niech X, X2, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi ze P(X; = 1) = P(X; = —1) =
1/2. Zdefiniujmy ciag zmiennych losowych

So=0,5=X1+...+X,dlan > 1.

Niech ponadto dla n > 0, F,, = o(So, ..., Sn).

a) Wyznaczyé wszystkie liczby a,b € R, takie ze ciag M,, = S* — 6nS2 + an® 4+ bn, n > 0, jest
martyngatem wzgledem filtracji (Fp,)n>o0-

b) Dla dodatniej liczby catkowitej ¢, niech 7 = inf{n > 0: |S,| = ¢}. Wyznaczy¢ Srednia i
wariancje 7.

Czterej agenci, Kim, Julius, Aldrich i Tomek podrézuja miedzy Londynem, Wiedniem, Nowym
Jorkiem i Warszawa. W dniu ,zero” kazdy z nich jest w innym miescie. Kazdego kolejnego dnia
jeden z nich, wybrany losowo (z réwnymi prawdopodobiefistwami), opuszcza miasto w ktérym
przebywa i przemieszcza sie do jednego z pozostalych miast, przy czym prawdopodobienstwo
wyboru kazdego z tych pozostalych miast jest wprost proporcjonalne do liczby znajdujacych sie
w nim w tym momencie agentéw.

a) Wykazadé, ze z prawdopodobienstwem jeden cala czwoérka spotka si¢ w jednym miescie.

b) Niech T" oznacza oczekiwana liczbe dni, ktére uptyna do spotkania. Obliczyé¢ ET'.

W urnie sa dwie kule: biala i czerwona. Powtarzamy wielokrotnie nastepujacy eksperyment.
Losujemy jedna kule z urny; jezeli wylosowana kula jest czerwona to z prawdopodobienstwem
1/3 zastepujemy ja w urnie kulg biala, a z prawdopodobienstwem 2/3 odkladamy z powrotem
do urny; jezeli wylosowana kula jest biala, to z prawdopodobiefstwem 1/2 zastepujemy ja w
urnie kula czerwona, zas z prawdopodobienstwem 1/2 odkladamy do urny. Niech X,, oznacza
liczbe kul bialych w urnie po n-tym powtérzeniu eksperymentu. Czy ciag (X,,)5° ; zbiega wedlug
rozktadu? Jezeli tak — wyznaczy¢ granice, w przeciwnym przypadku — uzasadnié¢ brak zbieznosci.



